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A evoluc50 dos meios computacionais tem originado um acréscimo acentuado do uso de 
elementos finitos tridimensionais. Neste contexto, o desenvolvimento de elementos de interface 
para o estudo de interfaces entre superfícies de sólidos com propiedades mecanicas diferentes 
reverte-se de particular importancia. Baseado no método da func5o penalidade foi desenvolvido 
um elemento de interface de dezoito nós compatível com os elementos paralelepipédicos 
tridimensionais de vinte e sete nós. Para modelizar o aparecimento e o crescimento do dano rlas 
interfaces foi desenvolvido um critério de propagacáo. A performance do elemento foi testa-da 
através de alguns exemplos simples. 
SUMMARY 
The evolution of the computational capacity produced significant increase of the use 
of three-dimensional finite element methods. In this context, the development of interface 
elements to  study interfaces between surfaces of solids with different mechanical properties is 
very important. A interface finite element with eighteen nodes that matches with brick element 
with twenty-seven nodes, was developed based on the penalty function method. To model t,he 
initiation and growth of the damage a t  the interfaces a propagation criteria was developed. The 
performance of the element was tested using some simple examples. 
Sáo inúmeras a s  situacoes onde a análise de  sólidos através d a  utilizacáo do  método 
dos elementos finitos se depara com a existencia d u m  comportamento descontínuo 
entre elementos contíguos. Dois exemplos típicos sao a análise de juntas adesivas 
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caracterizada- pela descontinuidade material entre o adesivo e o substracto, ou o estudo 
de interfaces entre camadas diferentemente orientadas num material compósito. 
Entre os métodos mais comuns para o desenvolvimento de elementos de interface, 
destacam-se o método dos multiplicadores de Lagrange',2,3 e o método da funcgo 
~ e n a l i d a d e ~ , ~ , ~ .  O primeiro apresenta a vantagem de, através da utilizacáo de 
multiplicadores de Lagrange, imp6r condicóes de contacto exactas, como é o caso da 
impenetrabilidade. Em contrapartida, obriga ao recurso a parametros adicionais que 
provocam o avolumar do problema devido ao aumento do número de equacóes. O 
recurso a este método para a resolucáo de problemas tridimensionais é, por via disso, 
bastante restringido. O método da funciio penalidade apresenta como vantagens a 
simplicidade e a dispensa de utilizacáo de variáveis adicionais. Contudo, existe uma 
grande sensibilidade a escolha do parametro de penalidade ( E ) .  Assim, este valor deve 
ser táo elevado quanto possível, uma vez que para valores de E + oo, a solucáo tende 
para o valor exacto. No entanto, quanto maior for o valor de E maiores sáo OS problemas 
numéricos de mau condicionamento das matrizes intervenientes no cálculo, que levam 
ao aparecimento de problemas de convergencia. Assim, o compromisso reside na escolha 
do maior valor possível que leva a convergencia da soluciio. 
O objectivo deste artigo é apresentar um elemento de interface de dezoito 
nós compatível com os elementos tridimensionais paralelepipédicos de vinte e sete 
nós, disponíveis no software ABAQUS7. Este elemento, desenvolvido segundo o 
método da funcáo penalidade, possui uma formulaciio isoparamétrica e espessura 
nula. Adicionalmente foi prevista a possibilidade de se estudar a iniciacáo e 
propagaciio de defeitos existentes nas interfaces, através do desenvolvimento dum 
critério de propagacáo, baseado nas tensoes normal e de corte presentes nestas zonas 
de descontinuidade. 
Na análise de problemas estruturais onde os deslocamentos U siio usados como 
variáveis de estado * o funcional 7r correspondente a energia potencial total escreve-se 
onde V é a energia de deformaciio e W energia potencial das forcas aplicadas. 
No contexto da teoria linear elástica, urna série de abordagens foi desenvolvida para 
a solucáo das equacóes relativas aos problemas de contacto. O método mais comum 
baseia-se na minimizaciio da energia potencial sujeita a certas restricóes cinemáticas. 
Considerando o método variacional na obtencáo das equacóes de equilíbrio dum 
problema estrutural com a condicáo de restriciio relativa ao problema do contacto, e 
recorrendo ao método da funciio penalidade, teremos 
* Conjunto de valores, para os quais o funcional r(U) apresenta um máximo, mínimo ou ponto de sela. 
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em que 
sendo x(U)  um funcional relativo a um problema estrutural sem restrigoes, *('U) 
funcional relativo a um problema com restricao devida ao contacto, U vector do campo 
de deslocamentos, K matriz de rigidez do sistema, F vector de forcas nodais aplicadas, 
G(U) = O a condicáo restritiva e E parametro de penalidade. 
Mostra-se que, quando E tende para infinito a minimizacáo do funcional *('U) 
traduz com crescente aproximacao a condicáo G(U) = O. No nosso caso, a condi!;iio 
restritiva para um par de pontos (k) em contacto, escreve-se5,' 
com U?, U: campo de deslocamentos de dois pontos homólogos (i e j), de dois sólidos 
em contacto (1 e 2), n vector unitário normal A superfície de contacto, yk afastamerito 
inicial de dois pontos homólogos (i e j ) ,  dos dois sólidos na direcgáo n. 
Os vectores U: e U: podem-se escrever como 
onde ei e ej sáo as tres colunas respeitantes ao nó i e as tres colunas relativas ao n6 j 
da matriz de identidade. Reescrevendo (4), obtemos 
sendo 
T T T  C k  = ei - ej  
Considerando a matriz C = [Ci, C2 , .  . . , Ck,  . . . , Cd], onde d representa o nÚmt:ro 
total de restricoes, obtemos finalmente o funcional relativo ao nosso problema 
Fisicamente €12 representa a rigidez duma mola fictícia, existente entre quaisqiier 
dois pontos em contacto. Minimizando temos 
Podemos entáo dizer, através da análise da equacáo (11) que, quer a matriz de 
rigidez, quer o vector de forcas nodais vem acrescentados de parcelas relativamente A 
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bem conhecida expressáo da análise estrutural F = KU. Estas traduzem o contributo 
da restriciio imposta ao problema. Constate-se que o uso desta técnica se reflecte na 
adiqáo de um valor muito grande a alguns elementos da diagonal da matriz de rigidez e 
uma forca correspondente no segundo membro da equacao (ll), que traduz a condiqáo 
de restriqáo (4). Teremos entáo 
sendo 
Formulaciio do element0~3~7~ 
A formulaqáo do elemento finito de interface consiste na determinaqiio da sua 
contribuicáo (Kp e F,), nas matrizes globais do problema em estudo. 
Assim, e tendo em conta uma análise tridimensional, consideremos o campo de 
deslocamentos associado a cada uma das faces, superior e inferior do elemento (Figura 1) 
Figura l. Sequencia nodal nas faces 
onde U representa o vector de deslocamentos nodais 
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e N a matriz das func6es de forma 
Nsup, inf = [Ni N2, . . . , N9]sup, inf 
em que 
As func6es de forma deste elemento siio as mesmas do elemento rectangular 
isoparamétrico lagrangeano quadrático de 9 nós (Tabela 1), tendo-se considerado a 
integraciio de Gauss com nove pontos6. 
Figura 2. Referencia1 local 
Tabela 1. Funqoes de forma utilizadas no elemento de interface'' 
Nós 
1,3,5,7 
2,4,6,8 
9 
Func6es de forma 
= $(t2 + tt1:)(q2 + 
1 2  2 1 2  2 Ni = Z t i  (E + Eti)(l- q2) + ~ 7 / i  (q + qqi)(l - t2) 
Ni = (1 - q2) (1 - t2) 
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( e q sáo conhecidas como coordenadas locais e variam entre -1 e 1. 
As expressoes (15) e (16) representam os deslocamentos em coordenadas globais, 
de um ponto genérico, em funcáo dos deslocamentos nodais. Os deslocamentos nas 
direccoes normal e tangencia1 a superfície de contacto s5.o obtidos por 
sendo 
onde Vi / ,  V21 e V31 representam os versores das direccoes locais e siio obtidos a partir 
de 
da seguinte forma 
Os deslocamentos relativos na interface s5.o entáo constituídos por 
- escorregamento nas direccoes 1' e 2' * 
- aproximacáo/separacáo na direccáo 3' 
Combinando as expressoes (15), (16) (21) e (28) temos 
* As direccóes l', 2' e 3' definem o referencia1 local associado ao ponto de contacto. 
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ou, de um modo mais simples 
onde 
As tensoes resultantes dos deslocamentos relativos definidos em (28) siio dadas por 
ou, em notaciio matricial 
sendo 
Note-se que os valores de di! representam a penalidade introduzida no problema 
pelo utilizador. A relaciio entre di! e o parametro de penalidade E pode obter-se das 
equacoes (38), (39) e (13). Devido ?i natureza das matrizes B e C envolvidas (ver 
equacoes (31) e (8)), conclui-se que o valor de e é, aproximadamente, uma ordem de 
grandeza inferior a dil. 
A matriz de rigidez (Kp) é obtida recorrendo, mais uma vez, ao processo de 
minimizacáo da energia potencial total. Recordando a equaciio (l), podemos escrever 
o seguinte funcional 
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Minimizando temos 
Implementacáo do critério de propagacáo 
O critério adoptado para os testes iniciais foi o critério quadrático de delaminagem 
baseado no critério de Hillll, que considera como principais responsáveis pela 
propagaciio da delaminagem as tensoes normais ( o ~ / ~ / )  e as tensoes de corte existentes 
na interface ( ~ ~ 1 ~ 1  e ~ ~ 1 ~ 1 ) .  Temos entiio para cada ponto e tendo em conta um referencia1 
local do contacto 
sendo 03/31 tensiio normal, 03/31 lim tensáo normal limite, ~ 1 1 3 1 ,  72/31 tensoes de corte e 
qim tensa0 de corte limite. 
A rotura dum determinado ponto dá-se, quando as tensoes de corte e a tensiio 
normal atingem, durante o processo incremental, valores susceptíveis de satisfazer a 
inequacao (40). Quando tal acontece, o processo de descoesáo do ponto em questiio 
faz-se duma forma gradual, uma vez que a passagem abrupta a zero das tensóes 
transmitidas na interface implica o aparecimento de problemas numéricos relacionados 
com dificuldades de convergencia. Os aspectos fundamentais deste processo sáo: 
- possibilidade de existencia de quatro mudancas de estado num ponto: 
i) descoesiio em tracciio, o que implica a anulaciio das tensóes de corte e da tensa0 
normal, 
ii) descoesáo em compressáo, o que implica a anulacáo das tensoes de corte, sendo 
mantida a tensiio normal, que neste caso é compressiva, 
iii) passagem de uma situacáo de abertura sem contacto para uma de contacto, o 
que implica o aparecimento da tensáo normal compressiva, 
iv) situacáo inversa da anterior com a consequente necessidade de anular a tensiio 
normal compressiva; 
- sempre que surja um ponto em rotura o tamanho do incremento é reduzido a um 
valor muito pequeno, que se mantém constante desde que exista pelo menos um 
ponto nessas condicoes; 
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- o tamanho muito pequeno do incremento nesta fase de abertura deve-se ao fac:to 
de se pretender que ela seja o mais instantanea possível, de modo a reflectir com 
maior precisáo a realidade física; 
- descoesáo em quatro incrementos sendo a carga reduzida linearmente a zero, o 
que serve para amortecer o efeito nefasto, em termos numéricos, causado por urna 
anulacáo abrupta. 
Saliente-se que a insercáo do elemento no cálculo dum componente estrutuiral 
tridimensional modelado com o elemento de vinte e sete nós (C3D27R do ABAQUS), 
se faz através duma ferramenta disponibilizada pelo ABAQUS, que se denomina de 
"USER SUBROUTINES7. 
Escolha da fun~áo penalidade 
A escolha adequada do parametro de penalidade (E)  é um factor importante nerjte 
método. Assim, quando este parametro é muito grande surgem problemas numéricos 
na resolucáo do sistema de equacoes. Por outro lado, um valor pequeno resulta em 
interpenetracoes, fisicamente inaceitáveis, entre os dois corpos em contacto. Com. o 
intuito de escolher um valor optimizado recorre-se a uma análise de erro que se apreser~ta 
em seguida. 
Análise do erro no método da funcáo penalidade3 
Existem duas fontes de erro que afectam a precisáo dos resultados numa análise 
baseada no método da funcáo penalidade. Ambas dependem fortemente do parame1,ro 
de penalidade. O primeiro erro fornece-nos o limite inferior do valor de E e pode ser 
encontrado da forma que a seguir se descreve: 
1) Invertendo a equacáo (ll), recorrendo A fórmula de Sherman e Morrison12, obtém-se 
uma relaeáo entre a solucáo aproximada U e o parametro E 
2) Fazendo E + oo e calculando o respectivo limite determina-se a solucáo exacta. 
lim U = U, = lim [K-l - EK-lc(1  + c ~ K - ~ E c ) - ~ c ~ K - ~ ] F  
E+ Ou E - f O u  (42) 
U, = [K-l - K - ~ c ( c ~ K - ~ c ) - ~ c ~ K - ~ ] F  
3) Cálculo de erro 
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U - U, = [K-~c(c'K-~c)-~(I + c ~ K - ' E c ) c ~ K - ~   EK-~cc~K- ' ]  
(1 + c ~ K - ~ E c ) - ~ F  (46) 
Simplificando temos 
U - U. = - K ~ c ( c ' K ~ c ) c ~ K - ~  (AL + C'KP1C) l ]  F (1'7) [ f E 
Desprezando o termo $1 obtemos 
U - U, Ñ - K - ~ c ( c ~ K - ~ c ) - ~ c ~ K - ~  F [ f 
4) Norma do erro 
1 
u - u [ K - ~ c ( c ~ K - ~ c ) - ~ c ~ K - ~  F 
l ll li (49) 
II" - UeII 5 ( C T K - l C ) - l  & [ K - l C ( C ~ K - l C ) - l C ~ K -  1 F j50) 
5) Erro relativo 
O termo entre parentesis recto na expressáo anterior representa a contribuicáo das 
forcas de contacto na expressáo (41). Assume-se como sendo igual a cIIUell, sendo c 
uma constante que, na maioria dos casos (para valores finitos de E) ,  se aproxima de 1. 
Temos entáo 
1 1  - e 1 1  (CT~- lC) - l l l  
lluell 
5 c 
E (51) 
A segunda fonte de erro dá-nos o limite superior de E e é devida A perda de 
informacáo que se verifica sempre que uma grande quantidade é adicionada a uma 
pequena, num computador. Considere-se, por exemplo, uma máquina com uma 
precisáo de 8 dígitos (e, = lop8). Neste caso um coeficiente da matriz de rigidez 
k = 113 é representado por 0,33333333. Se adicionarmos um E = lo3 o resultado vem 
0.10003333 x lo3, sendo perdidos metade dos dígitos de k .  Assim, o erro relativo devido 
a esta situacáo é 
E I U  - Uell 
ne,- 
IIUe I I  kmin (52) 
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sendo n número de variáveis do problema global afectadas pelas restriqóes, e, número 
mínimo que no computador satisfaz a inequaqáo 1 + e, > 1 (no VAX 4200 é 10-l6 em 
dupla precisáo), kmin menor termo da matriz de rigidez dos elementos em contacto e 
que vai ser modificado por E. 
Adicionando as contribuiqóes de (51) e (52) obtém-se 
onde p é um majorante do erro relativo para a soluqáo U e representa a precisáo que 
pode ser obtida para um dado E. Minimizando p temos 
onde IICTK-'CII é uma medida da flexibilidade dos corpos na superfície de contactlo e 
pode ser aproximada a l /kmin.  Assumindo c = 1 temos finalmente 
Exemplo de aplicaqiio 
No exemplo que se segue pretende-se mostrar a variaqiio da tensáo u31 e do 
deslocamento relativo J31 de um par de pontos em contacto em funqáo do valor da 
penalidade escolhida. Saliente-se que, no nosso caso, a penalidade intervém via matriz 
D (ver expressiio 35), o que significa que o valor obtido para E através da equaqáo (55) 
corresponderá, grosso modo, a um di, superior numa ordem grandeza. 
Dimensoes (m) = 0,02 x 0,02 x 0,02 
E ( P a )  = 2 , l  x 1 O l 1  
v = 0 , 3  
Forca aplicada (N) = 9 x 3000 
x A y  
Figura 3. Solicitaciio aplicada 
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Tabela 11. Valores de tensoes e deslocamento relativo no ponto de Gauss No 6 do 
elemento de interface, situado nas proximidades do nó 4 (Figura 2) 
Várias conclusóes se podem tirar da observas50 da Tabela 11 
63' 
1) O deslocamento relativo decresce com o aumento do valor da penalidade, 
verificando-se que para valores baixos desta, a interpenetraciio (631) apresenta 
valores assinaláveis. 
2) Existe uma banda de valores da penalidade (1016 a ~ / m ~ )  que nao altera os 
resultados ao nível das tensóes. 
3) O limiar superior da penalidade é neste caso ~ / m ~  que corresponde ao valor 
que fornece resultados correctos com um mínimo de interpenetracáo. 
u31 Penalidade 
4) Os valores iguais ou superiores a N/m3 correspondem a situacóes onde, apesar 
dos bons resultados, se evidenciaram alguns problemas numéricos relacionados com 
dificuldades de convergencia. 
5) O valor de E , ~  obtido pela equac5o (55) é de 7 , l  x N/m3. Isto implica um 
valor de di, da ordem de 1 x N/m3, o que corresponde a um valor próximo do 
máximo admissível (sem problemas numéricos), que é de 1 x N/m3. Daqui se 
conclui que o método atrás descrito é um excelente indicador na escolha dum valor 
adequado para a penalidade. 
71'3' 
TESTES 
Com o intuito de testar os resultados obtidos com este elemento foram analisados 
alguns exemplos simples, onde para além de um verificas50 tensorial se procedeu 
também A avaliaciio do bom funcionamento do critério de propagaciio. Refira-se que 
os valores usados para a funsáo penalidade foram escolhidos tendo em conta o método 
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referido anteriormente e que os deslocamentos apresentados nas figuras correspondentes 
As deformadas, se encontram multiplicados por um factor de ampliqáo (FA), o que 
permite uma melhor visualizacáo. 
Análise tensorial 
Com o objectivo de mostrar que o elemento transmite as tensóes de um modo 
correcto, foram estudados tres casos simples. 
Prisma paralelepipédico 
Neste exemplo consideram-se dois elementos tridimensionais separados por um 
elemento de interface (elemento 1). A face inferior do elemento tridimensional inferior 
(elemento 2) está encastrada e a face superior do elemento tridimensional superior 
(elemento 3) é solicitada em traccáo na direccáo z ,  caso 1, e em corte nas direccóes x 
e y,  caso 2 (ver Figuras 4 e 5 e Tabelas 111, IV e V). 
Caso 1: Solicitac¿io de traccao (aplica~¿io dum deslocamento) 
Dimensoes (m) = 0 , 2  x 0 ,2  x 0,01 
E(Pa)  = 2 , l  x 10'' 
v = 0 , 3  
Desl. aplicado (m) = 1 ,25  x 
Figura 4. Representacao esquemática da solicitacao de traccao 
Constata-se que o elemento de interface (elemento 1) apresenta em todos os 
seus pontÓs tensóes semelhantes as existentes no seio dos elementos tridimensioriais 
(elementos 2 e 3). O valor da penalidade usada foi di/ = 1 x ~ / m ~ .  
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Tabela 111. Tensoes 0 3 / 3 1  (Pa) nos tres elementos 
Caso 2: So l ic i ta~6es  de corte (aplicapío dum deslocamento) 
Dimensoes (m) = 0,2 x 0,2 x 0,01 
E(Pa) = 2 , l  x 1011 
v = 0 , 3  
Desl. aplicado (m) = 1,25 x 10V5 
Figura 5. Representaciio esquemática das solicitacoes de corte 
Verifica-se que as tensoes de corte se mantem constantes para os tres elementos em 
qualquer das solicitaqóes. A penalidade utilizada foi de di( = 1 x ~ / m ~ .  
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Tabela IV. Tensoes ~ 1 1 3 1  (Pa) nos tres elementos 
PONTO DE 72'3' 
G AUSS -1 GAUSS DE 1 - 1  
71'3' 1 PONTO DE 
Tabela V. Tensoes 72'3,  (Pa) nos tres elementos 
Punqáo em fundaqáo elástica 
T1131 
Este exemplo evidencia duma forma clara a transmissiio de tensoes normais, quer 
?i tracciio quer ?i compressiio. A Figura 6 mostra a deforma550 progressiva da fundactio 
elástica quando solicitada por um puncáo com um módulo de elasticidade muito 
superior (Tabela VI). Na Figura 7 admite-se a existencia duma colagem entre os dois 
corpos com o intuito de mostrar a transmissiio de tensoes de tracciio. A penalidade 
utilizada em ambos os casos foi de di, = 1 x 1017 N/m3. 
PONTO DE 
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Puncfio Fundacfio elástica 
Dimensoes (m) O,  1 x 0,05 x O, 1 0 , s  x 0 ,3  x O, 1 
E (Pa) 1 x l0l3 1 x lob 
V 073 0,3 
Tabela VI. Características gerais do problema 
Figura 6. Quatro estágios da solicitacfio de compressiio correspondentes a 25 %, 50 %, 
75 % e 100 % do deslocamento imposto ao puncfio (2 , s  x loV4 m). F A  = 30 
Figura 7. Quatro estágios da solicitaciio de traccfio correspondentes a 25 %, 50 %, 
75 % e 100 % do deslocamento imposto ao puncao (2,5 x loV4 m). F A  = 30 
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Avaliaciío do critério de propaga~iío 
Para mostrar o bom comportamento ern propagacao do critério implementado, 
foram analisados dois casos correspondentes a uma viga encastrada submetida a dois 
tipos de solicitac6es diferentes. A introducfio de valores das tensoes limite (a313/ lim = 
2, O x lo6 Pa e ~ l i ,  = 4, O x lo6 Pa) permitem uma rotura progressiva na juncáo entre 
as duas camadas de elementos tridimensionais unidas por elementos de interface. 
Caso 1 
Dimensoes (m) = 0,2 x 0,025 x 0,04 
E(Pa)  = 2, l  x 1 O l 1  
v = 0 , 3  
Forca aplicada (N) = 6 x 1000 
Figura 8. Representaciio esquemática da solicitaciio imposta 
-E 
=a 
Figura 9. Fases de propagaciio do dano até A separaciio final em duas vigas (rotura 
por traccao). F A  = 30 
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Caso 2 
Dimensóes (m) = 0,2 x 0,025 x 0,04 
E(Pa)  = 2 , l  x 1 O l 1  
v = 0 , 3  
Tensiio aplicada (Pa) = 1,O x lo6 
Figura 10. Representacáo esquemática da solicitaciio imposta 
Figura 11. Fases de propagacáo do dano até a separaciio final em duas vigas (rotura 
por corte). F A  = 30 
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Com a evolucáo dos meios informáticos A disposiciio dos investigadores, as 
ferramentas numéricas tem-se tornado cada vez mais sofisticadas. A análise de 
problemas do tipo "propagacáo de defeitos em zonas de descontinuidaden tem evoluido 
no sentido da utilizacáo de elementos tridimensionais. A associacáo deste tipo 
de elementos aos elementos de interface, que pretendem modelizar com rigor o 
comportamento mecanico destas zonas de importancia vital no colapso duma estrutura, 
traz novas perspectivas ao estudo destes problemas. Esta abordagem permite nliio 
só estudar a iniciacáo, mas também a propagacáo de defeitos preexistentes. Neste 
último caso, realce-se o interesse associado A determinaciio da resistencia residual duina 
estrutura na presenca de um defeito conhecido. 
Os exemplos apresentados evidenciam o bom comportamento deste elemento de 
interface perante os objectivos atrás referidos. Saliente-se no entanto, que existem 
grandes perspectivas de evolucáo deste elemento de interface. A sua reformulaciio com 
o objetivo de imp6r uma restricáo ponto-superfície em vez de uma restricáo ponto-ponto 
(ver expressáo (4)), permitirá analisar com maior precisáo estruturas sujeitas a grandes 
deformacóes. Por outro lado, a possibilidade de utilizacáo de outros critérios permite 
diferentes aplicacóes, nomeadamente a consideracáo de comportamento elasto-plást.ico 
da interface. 
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